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Este trabalho apresenta a modelagem matemática de um 
sistema com vibro-impacto com dois graus de liberdade, com 
excitação harmônica.  Sistemas de vibro-impacto têm sido 
estudados por vários pesquisadores nas últimas décadas, 
contudo, padrões específicos de movimento e estabilidade 
são temas ainda deficientes de maiores análises. Este 
trabalho mostra que vários padrões de movimentos periódicos 
podem ocorrer em sistemas com vibro-impacto e o seu 
entendimento começa pelo estudo das condições de 
existência e estabilidade. Neste estudo, condições de 
periodicidade são aplicadas sobre o estado nos instantes de 
impactos a fim de obter um mapa do próximo impacto, 
abalizado no estado da colisão anterior. Este mapa, não-
linear, é aplicado para obter as condições de existência do 
movimento periódico com padrão específico de topologia 1-2 
simétrico. Aplicando as condições de existência, a 
estabilidade do movimento pode ser obtida por meio da 
análise dos autovalores do mapa, tendo em conta estas 
restrições. 
Palavras-chave: oscilações não-lineares, vibro-impacto, 






In this work the mathematical modeling of a harmonically 
excited vibro-impact with 2DOF system is presented. Vibro-
impact systems have been investigated by several 
researchers in the last decades, however, specific patterns of 
motion and stability still need to be more studied. Hereby, it is 
shown that several patterns of periodic motions can occur on 
vibro-impact systems, and the comprehension of their motion 
begins by accurately investigating their conditions of existence 
and stability. In this work, periodicity conditions have been 
applied on the state at the instants of impacts in order to 
obtain a map of the next impact, based on the state of the 
previous one. This nonlinear map is used to obtain the 
conditions of existence of periodic motions of a specific 1-2 
symmetric topology pattern. Applying the existence conditions, 
the stability of the motion can be carried out by analyzing the 
eigenvalues of the map while taking these precincts into 
account. 
Keywords: nonlinear oscillations, vibro-impact, random 
vibration, mechanical motions, stability.  
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1.1 Motivação e Relevância 
A base de toda a existência está fundamentada em algum tipo de vibração, a 
começar pelo corpo humano. A visão depende da propagação de ondas luminosas, 
a audição da vibração dos tímpanos, os pulmões vibram na respiração, o sangue 
circula graças ao batimento cardíaco, o equilíbrio no andar é obtido pelo balanço do 
corpo e membros, além de tantos outros eventos que muitas vezes passam 
despercebidos pelos nossos sentidos. Há ainda inúmeros exemplos de vibrações na 
natureza e também na maioria das áreas de conhecimento humano. 
Na Engenharia, as vibrações mecânicas têm grande relevância na concepção de 
máquinas, equipamentos, motores, turbinas, reatores, tubulações, pontes, 
edificações, etc. Subestimar os efeitos vibratórios em um projeto seguramente irá 
onerar a manutenção e operação do equipamento, ou até mesmo ter consequências 
catastróficas. Um motor ou uma turbina desbalanceados geram vibrações que além 
de danificar seus rolamentos e outras partes internas, pode transmitir níveis de 
oscilações indesejados à estrutura de apoio. A construção de uma ponte requer 
análise minuciosa das possíveis oscilações causadas pelo vento e pelo fluxo de 
veículos. Em plantas industriais é comum a leitura de instrumentos de medição ser 
influenciada pela vibração do equipamento ou da tubulação.  
Movimentos vibratórios provocam ruído, levam componentes e estruturas a falhar 
por fadiga, geram desgaste de peças rotativas, etc., contudo, nem sempre são 
indesejados. Em muitos casos, as vibrações são grandes aliadas, como por 
exemplo, na segregação de material por peneiramento, ou em certos instrumentos 
de medições que usam os princípios da vibração como forma de funcionamento, 
como é o caso da medição por ultrassom, ou um medidor de vazão do tipo coriolis. A 
própria neutralização da vibração de um equipamento pode ser obtida por outra 
vibração, como acontece, por exemplo, nos absorvedores de vibração. 
Muitos campos da vibração mecânica ainda precisam ser apropriadamente 
explorados e estudados, como por exemplo, o vibro-impacto, embora vários 
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trabalhos sobre o tema tenham sido conduzidos nas últimas duas décadas, com 
diversos pesquisadores estudando a estabilidade de movimentos periódicos nestes 
sistemas, as condições de existência, não tiveram a devida atenção, abrindo assim 
espaço para este trabalho. 
1.2 Descrição do Problema 
Neste trabalho estudar-se-á um sistema dinâmico conforme apresentado na Figura 
1.1. O sistema consiste de dois corpos rígidos, elementos visco-elásticos, uma base 
fixa com batentes rígidos e com excitação externa aplicada em um dos corpos. 
O sistema pode ser divido em dois subsistemas, sendo o conjunto formado pelo 
corpo de massa mp e pelos elementos visco-elásticos que o conectam à base fixa  
denominado de subsistema principal, enquanto um conjunto secundário, chamado 
de subsistema auxiliar, é formado pelo corpo de massa ma e por suportes visco-
elásticos conectando-o ao subsistema principal. O corpo principal é excitado por 
uma força periódica e tem movimento livre, ao contrário do corpo auxiliar que tem o 
seu movimento limitado por batentes fixos à base, contra os quais o sistema massa-
mola-amortecedor impacta repentinamente. 
 













O sistema pode ser analisado sob diferentes prismas, como, por exemplo: 
a) Resposta dinâmica global do sistema e suas particularidades, como a 
dependência do conjunto de parâmetros que o caracterizam, isto é, quanto a 
dependência da frequência natural do sistema linear associado, do 
amortecimento, da folga (delta) limitadora do movimento do corpo auxiliar e de 
sua assimetria, da excitação e das condições iniciais do movimento; 
b) Efeitos de desgaste dos impactos e sua dependência com os parâmetros que 
caracterizam o sistema; 
c) Características das ondas sonoras geradas pelos impactos e sua dependência 
com os padrões de movimento; 
d) Distribuição espectral de energia como dependência dos padrões de movimento 
do sistema. 
Cada item anterior pode ser, ainda, desdobrado em diversos subitens. No caso da 
resposta dinâmica global (item a), pode-se destacar, por exemplo: 
a.1)  Condições de ressonância não linear, isto é, de energia máxima na resposta 
com energia mínima na excitação; 
a.2)  Análise de movimento para diversos modelos de contato na região de impacto; 
a.3)  Condições de existência e de estabilidade de movimentos periódicos; 
a.4)  Condições de ocorrência de caos; 
a.5)  Relações de dissipação de energia viscosa no movimento macro e no impacto. 
O presente trabalho está focado no estudo de condições de existência e estabilidade 
de padrões de movimentos periódicos, fixando-se, obviamente, algumas 
características do sistema, a saber: 
a) Os elementos que conectam os corpos a base e entre si são visco-elásticos e 
respondem linearmente, isto é, as molas e os amortecedores são lineares; 
b) O impacto entre a massa auxiliar e os batentes será frontal, de forma que o 
movimento oscilatório da massa será sempre horizontal; 
c) É admitido não haver atrito entre os corpos e a base. 
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O objetivo geral é a modelagem e a análise dos possíveis padrões de movimento do 
sistema constante da Figura 1.1, o qual depende das muitas possíveis combinações 
de parâmetros. Como alvos específicos têm-se: 
a) Apresentação de um mapa apropriado para determinar o próximo impacto com 
referência no estado anterior; 
b) Análise da existência do movimento periódico de padrão 1-2 simétrico, isto é, com 
dois impactos por período simetricamente distribuídos no tempo e resposta com a 
mesma frequência da excitação; 
c) Análise de estabilidade deste padrão de movimento. 
1.3 Revisão Bibliográfica 
Encontra-se na literatura farto material - livros, trabalhos de mestrado e doutorado, 
artigos científicos, etc. - sobre obtenção de equações de movimento para os mais 
variados tipos de sistemas dinâmicos. Em contrapartida, no que tange a sistemas 
com vibro-impacto, poucas são as obras encontradas, muito embora, vários 
trabalhos sobre o tema tenham surgido nas últimas duas décadas. 
 A seguir, alguns trabalhos e obras pertinentes a esta dissertação são comentados: 
Uma abordagem genérica da equação diferencial do movimento, de sistemas de “n” 
graus de liberdade, da ortogonalidade dos autovetores e do desacoplamento das 
equações de movimento é exposta na obra de Ripper Neto [Ripper Neto-2007]. 
Ainda, no que compreende a ortogonalidade e o desacoplamento de equações, 
Adhikari [Adhikari-2006] propõe um modelo simples de identificar e expressar a 
matriz de amortecimento de sistemas reais pelo uso do modelo geral de 
amortecimento proporcional. 
Inman [Inman-2008] apresenta no capítulo 9 de sua obra uma explanação detalhada 
de quatro diferentes formas de obter os autovales e autovetores de sistemas 
dinâmicos cada qual adequada ao um propósito específico. 
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Problemas quadráticos de autovalores foram vastamente estudados por Tisseur e 
Meerbergen [Tisseur-2001]. Foram tratadas várias de suas aplicações, bem como 
suas propriedades matemáticas, e apresentadas técnicas para solução numérica. 
Ainda no âmbito de problemas quadráticos de autovalores tem-se o trabalho de 
Scotti [Scotti-2007], no qual foram discutidos os métodos de resolução do problema 
de autovalores de primeira ordem, bem como seu uso em conjunto com técnicas de 
linearização para resolução do problema quadrático. 
Já no âmbito da análise de colisões, Tipler e Mosca [Tipler-2004] escrevem em sua 
obra que durante uma colisão, dois corpos interagem fortemente por um período 
muito curto e que, durante este breve tempo, as forças externas atuantes sobre o 
sistema são muito menores que as forças de impacto. Logo, as forças de interação 
são as únicas forças importantes nesse período. Dizem, também, que a duração de 
um impacto é geralmente tão breve que os deslocamentos dos corpos durante este 
momento são desprezíveis. Por fim, reafirmam a definição de impacto 
perfeitamente elástico, aquele em que o montante da energia cinética antes e 
depois do impacto se mantém, e de impacto inelástico caso haja dissipação de 
energia. Este processo de colisão acaba por promover uma área de interesse 
voltada para o comportamento do corpo durante sucessivas colisões, onde 
porventura queira saber-se em que ponto ou instante um sistema, que está sob a 
ação de uma força excitatória externa, alcançará a estabilidade. 
Hinrichs et al. [Hinrichs-1997] investigaram numérica e experimentalmente dois 
sistemas dinâmicos não suaves de um grau de liberdade com excitação harmônica 
externa: um sistema com vibro-impacto e um com atrito seco. Citaram que 
observaram boa concordância entre as curvas de fase, diagramas de bifurcação e 
mapas de Poincaré, com os resultados medidos e simulados. 
Janin e Lamarque [Janin-2002] analisaram a estabilidade de um sistema com vibro-
impacto de um grau de liberdade pelo uso do mapa de Poincaré e concluiram que a 
solução periódica é estável quando os multiplicadores de Floquet são reais. 
Knudsen e Massih [Knudsen-2003] analisaram quatro tipos diferentes de sistemas 
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de um grau de liberdade amortecido e forçado, sujeitos a impactos, nos dois lados, 
contra batentes elásticos. Avaliaram numericamente a estabilidade de órbitas 
periódicas e da bifurcação local; e o impact work-rate, que é a taxa de energia 
dissipada nas superfícies de impacto. Essa propriedade, para eles, é dita como uma 
medida da energia disponível para danificar a superfície. Estenderam a simulação 
numérica ao experimento com uma viga em balanço apresentada por Moon e Shaw, 
neste encontraram algumas discrepâncias comparado aos resultados simulados, 
que segundo os autores é devida às considerações simplificação de aplicação da 
carga e de amortecimento de Rayleigh. 
No trabalho de Yuan e Jian-Hua [Yuan-2007] são considerados um movimento 
simétrico e outro não simétrico, em um sistema com um grau de liberdade que 
impacta entre dois anteparos rígidos. A teoria das bifurcações do ponto fixo é 
aplicada a esse modelo e confirmam que o movimento periódico simétrico tem 
somente a bifurcação de pitchfork pela análise da simetria do mapa de Poincaré. 
Aziz et. al. [Aziz-1998] estudaram os padrões de movimento de um sistema dinâmico 
composto por dois osciladores lineares, ambos com a amplitude limitada por 
batentes rígidos. Observaram diferentes padrões de impacto, uns estáveis e outros 
instáveis, por exemplo, uma massa colidindo apenas no batente esquerdo enquanto 
a outra colidia no batente direito ou ainda um corpo colidindo alternadamente nos 
batentes direito e esquerdo enquanto o segundo corpo não apresentava 
deslocamento suficiente para alcançar os batentes. 
Xu et. al [Xu-2010] investigaram a existência e estabilidade do movimento com 
trajetória rasante periódica (grazing periodic trajectory), isto é, impacto com 
velocidade aproximadamente zero, em um sistema com vibro-impacto com dois 
graus de liberdade. Utilizaram o método de mapeamento de descontinuidade para 
obter o mapa de Poincaré no ponto próximo ao impacto para estabelecer uma 
condição de estabilidade, esta condição, foi afirmada pelos autores, estar em 
concordância com a simulação numérica. 
Também Luo e Xie [Luo-2004] esturam sistemas com vibro-impacto com dois graus 
de liberdade com folga simétrica. Avaliaram condições de existência e a estabilidade 
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do movimento de duplo impacto com período um, isto é, período de resposta igual 
ao de excitação, pelo uso do mapa de Poincaré, e a transição para o caos pelo uso 
de bifurcação de Pitchfork e bifurcação de Hopf em simulação numérica. Analisaram 
ainda a transição para o caos em movimentos de período um com quatro impactos 
por período. Os autores concluem dizendo que uma aplicação particular para o 
estudo realizado é na avaliação e previsão do desgaste de tubos de trocadores de 
calor de usinas nucleares, dado que, estes equipamentos são projetados com folga 
no suportes dos tubos para permitir movimentos devidos à dilatação térmica. No 
entanto, quando o fluido circula pelo interior destes tubos ocorre uma excitação 
mecânica que implica na sua vibração. 
Em outro trabalho Luo et al. [Luo-2008] apresentam um mapa tridimensional na 
análise de um oscilador de dois graus de liberdade considerando o impacto 
perfeitamente plástico ou inelástico. A dinâmica não-linear do sistema de vibro-
impacto é analisada usando o mapa de Poincaré. O foco do estudo é a atenção para 
os fenômenos de rising e grazing, que ocorrem nos problemas de aderência 
(sticking) em um sistema de dois graus de liberdade com impacto plástico. 
Jiang et al. [Jiang-2004] desenvolveram um método numérico para a construção dos 
NNMs (non-linear normal modes) para sistemas autônomos linear por partes. Os 
NNMs são baseados no conceito de variedades invariantes (invariant manifolds) e 
são obtidos utilizando uma solução baseada em Galerkin. Para ilustrar a técnica, foi 
apresentado um estudo de caso de um sistema com dois graus de liberdade, não 
forçado, não amortecido e com barreira elástica de um lado. Os autores alegam que, 
foi investigada a existência, estabilidade e bifurcações do NNMs. Foram 
empregados os métodos do multiplicador característico e o mapa de Poincaré para 
explorar a estabilidade dos NNMs e algumas características da resposta. 
Estudos similares aos de Jiang et al. [Jiang-2004], por meio do uso dos conceitos de 
mapas de Poincaré e de variedades invariantes, foram realizados por Chen e Shaw 
[Chen-1996]. Estes apresentaram um método numérico para a construção dos 
NNMs para sistemas autônomos lineares por partes. 
Mikhlin et al. [Mikhlin-1998] utilizaram métodos analíticos do tipo NNMs para análise 
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de problemas de valores de contorno, o que, para eles, possibilitou o cálculo de 
vários ramos de solução de bifurcação periódica com diferentes características de 
impacto. Resultados numéricos foram obtidos pela integração da equação de 
movimento e, então, usados para construir os mapas de Poincaré. Para os autores, 
complicadas sequências de bifurcações dão razão para novos tipos de movimentos 
de impacto em um ou dois lados, instabilidades e respostas caóticas. A análise 
apresentada, para eles, pode ser usada para estudar bifurcações associadas ao 
problema inverso, isto é, para investigar degenerações na classe de sistemas de 
vibro-impacto que produzem uma órbita específica no espaço de configuração. O 
sistema analisado possuía dois graus de liberdade, era não amortecido, não forçado 
e com barreira nos dois lados de cada massa. 
Um sistema consistindo de um oscilador linear, com uma massa relativamente 
grande, e um oscilador de vibro-impacto com uma massa relativamente pequena, 
que funciona como um absorvedor, é analisado usando o método NNMs por Mikhlin 
e Reshetnikova [Mikhlin-2006]. 
1.4 Organização da Dissertação 
O primeiro capítulo situa e contextualiza o problema estudado; 
O segundo capítulo apresenta a modelagem do sistema sob estudo e gráficos 
indicativos de diferentes padrões de movimento do sistema; 
No capítulo três, introduz-se um mapa para a determinação do estado futuro com 
referência no estado anterior e expõe-se uma análise sobre a existência do padrão 
de movimento periódico 1-2 simétrico; 
O quarto capítulo trata da análise de estabilidade do padrão de movimento periódico 
1-2 simétrico. São apresentados, também, nesse capítulo, gráficos indicativos da 
estabilidade do movimento analisado; 




2 MODELAGEM DO SISTEMA 
2.1 Equação de Movimento 
O sistema a ser modelado é o descrito na seção 1.1, repetido na Figura 2.1 abaixo. 
O equilíbrio dinâmico das forças atuantes sobre os corpos rígidos de massa mp e ma 
quando estes se deslocam, resulta no seguinte sistema de equações diferenciais: 
 
Figura 2-1: Sistema cujo os movimentos são objeto de estudo 
 
56' 00 6(8 ∙ 5:;′′:′′8 + >?;; + ?; −?;−?; ?; A ∙ 5:;′:′8 + 5B;; + B; −B;−B; B; 8 ∙ >:;:A = >DE0 A cos(GH) 
            (2.1) 
Levando-se em consideração que este trabalho visa abordar exclusivamente 
sistemas visco-elásticos de amortecimento proporcional, isto é, sistemas nos quais 
tem-se amortecimento proporcional, nesse caso a matriz C é dada por 
 = $ + % , 












2006]. Então pode-se reescrever a Equação (2.1): 
56' 00 6(8 ∙ 5:;′′:′′8 + 5$6' + %(B;; + B;) −%B;−%B; $6( + %B;8 ∙ 5:;′:′8 + 5B;; + B; −B;−B; B; 8 ∙>:;:A = >DE0 A cos(GH)          (2.2) 
Para expressar a dinâmica do sistema numa forma adimensional definem-se, 
primeiro os seguintes parâmetros: 
ω' = 	JJKL: frequência natural do subsistema principal; 
ω( = 	JMKN: frequência natural do subsistema auxiliar; 
* = KNKL: razão das massas dos subsistemas; 
+ = ωN
ωL: razão das frequências dos subsistemas. 
Assim, pode-se reescrever a Equação (2.2), conforme segue: 
56' 00 *6'8 ∙ 5:;′′:′′8 + O$6' + %(1 + *+)6'ω' −%*6'+ω'−%*6'+ω' $*6' + %*6'+ω'Q ∙ 5:;′:′8 +
O(1 + *+)6'ω' −*6'+ω'−*6'+ω' *6'+ω' Q ∙ >:;:A = >DE0 A cos(GH)     (2.3) 
Em segundo lugar, definem-se outros três parâmetros: 
τ = ω'H;  RS = TUTτ       e      ω = 'ωL ,   
logo, 
Vτ = ω'VH; Vτ = ω'VH ;     :1W = ω':S1   e   :1WW = ω':X1 . 
A equação (2.3) passa a ser escrita na forma 
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ω' 56' 00 *6'8 ∙ 5:X;:X8 + ω' O$6' + %(1 + *+)6'ω' −%*6'+ω'−%*6'+ω' $*6' + %*6'+ω'Q ∙ 5:S;:S8 +
O(1 + *+)6'ω' −*6'+ω'−*6'+ω' *6'+ω' Q ∙ >:;:A = >DE0 A cos(YZ)      
A esta altura, sempre que conveniente, opta-se por representar o sistema matricial 
da equação acima em sua forma compacta, 
ω' "X (Z) +  ω' "S (Z) +   "(Z)  =  cos(YZ).      (2.4) 
Em terceiro lugar, define-se: 
"(Z) = [;/ "#(Z), 
Substituindo em (2.4) e pré-multiplicando o resultado por [;/, tem-se: 
ω'] "#X (Z) + ω'[;/ [;/ "#S (Z) + [;/ [;/ "#(Z)  = [;/  ?^_(YZ) (2.5) 
E, por último, define-se o parâmetro: 
"#(Z) =   (Z), 
Substituindo na Equação (2.5) e dividindo por ω', tem-se: 
  X (Z) +  ;
ωL [;/ [;/  S (Z)  + ;ωLM [;/ [;/  (Z)  =  ;ωLM [;/  cos(YZ)
            (2.6) 
Pode-se ainda pré-multiplicar a Equação (2.6) por  [;. Daí vem que: 
] X (Z) +  ;
ωL  [;[;/  [;/  S (Z)  +  ;ωLM  [;[;/  [;/  (Z)  = ;
ωLM  [; [;/  cos(YZ).         (2.7) 
É possível demonstrar que, ao definir-se 
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 = ` abωLMcKL 00 ab
ωLMcKL
d , 
a Equação (2.7) adquire a seguinte forma: 
>1 00 1A ∙ 5
X;
X8 + ;ωL `
e
ωL + %(1 + *+)ω' −%ω'+√*−%ω'+√* eωL + %ω'+d ∙ 5
S;
S8 + 5(1 + *+
) −+√*−+√* + 8 ∙
>
;
A = >10A cos(YZ)          (2.8) 
A Equação (2.8) é, na verdade, um conjunto de duas equações acopladas 
representadas em termos das coordenadas físicas adimensionais { (Z)}. Por 
conveniência, para se obter a resposta do sistema a excitação harmônica, aplica-se 
o método da análise modal clássica, obtendo-se duas equações desacopladas 
representadas em termos da matriz modal normalizada do sistema não amortecido, 
ψ 3 , e das coordenadas modais, { 4(Z)} [Ripper Neto-2007 p.336]. 
O método acima exposto requer a seguinte transformação de coordenadas 
(Z) = ψ3  4(Z)  → >
;
A = O/0;; /0;/0; /0Q ∙ 5η;η8, 
Fazendo a substituição na Equação (2.8) e pré-multiplicando o resultado pela 
transposta da matriz modal normalizada ψ 3 i, tem-se: 
ψ3  i] ψ3  4(Z) +  ψ3  i  #ψ3  4(Z) + ψ3  i #  ψ3  4(Z) =  ψ3  i # cos(YZ).   (2.9) 
Lembrando que trata-se de um sistema visco-elástico de amortecimento 
proporcional, pode-se reescrever a Equação (2.9) na seguinte forma [Ripper Neto-
2007 p.374]: 
>1 00 1A ∙ Oη;XηX Q + O2ζ;ω; 00 2ζωQ ∙ Oη;SηS Q + 5ω; 00 ω8 ∙ 5η;η8 = O/0;; /0;/0; /0Q ∙ >10A cos(YZ)




ω : autovalor normalizado do modo ( j ); 
ζ : fator de amortecimento modal do modo ( j ); 
ω = {ψ3}kl#m{ψ3} , ζ = enoωpMωp   e q = 1, 2 
A Equação (2.10) é a forma adimensional desacoplada da Equação (2.2), escrita em 
função das coordenadas modais, e obviamente vale apenas enquanto o 
deslocamento de ma em relação ao seu ponto de repouso for menor que a folga, isto 
é: 
|:| = t(ηJuJMnηMuMM)abKLvLM√w t < ∆ , 
ou nas coordenadas físicas adimensionais, 
|
| = yKLvLM√wab :y = zη;/0; + η/0z < & , 
onde & = ∆6GYG2c*D0  corresponde à folga adimensional. 
Para debelar a descontinuidade introduzida na resposta pelo impacto, deve-se 
proceder a atualização do estado nos instantes das colisões, isto é, quando zη;/0; +
η/0z =  &. 
Quando ma  atinge um dos batentes, inicia-se um processo de colisão que deve ser 
adequadamente modelado. Neste trabalho, vamos aplicar o modelo de colisão 
convencional [Tipler-2004], no qual: 
a) O lapso temporal da colisão será considerado nulo, o que, na verdade, torna 
nosso sistema ideal, já que haverá conversão de energia (entre cinética e 
potencial), bem como dissipação de energia, num intervalo de tempo zero; 
29 
 
b) A força do impacto entre o corpo e o batente, tem magnitude muito maior do 
que todas as demais forças atuantes sobre o sistema.  
c) A perda da energia durante a colisão será representada por um coeficiente de 
restituição, que é função das energias cinéticas no final e no início do 
processo de colisão; 
Não obstante as hipóteses acima parecerem muito restritivas em relação aos 
sistemas reais, elas têm sido aplicadas por diversos autores na modelagem de 
sistema com impactos, como por exemplo Brach [Brach 1991 p.48]. 
Com a hipótese de lapso temporal nulo na colisão, a solução da Equação (2.10) 
pode ser expressa, no intervalo de validade, em função do estado do sistema ao 
término do impacto, isto é, em função da posição e da velocidade ao fim do 
processo de colisão. Considerando-se estas condições como as de início do 
movimento subsequente, o tempo será também contado a partir do instante final da 
colisão. 
Denominando-se este tempo por Ẑ, a respectiva posição por ̂, a velocidade por S| 
e desde que o sistema seja sub-amortecido, isto é, ζ < 1, tem-se a seguinte solução 
para a Equação (2.10) [Ripper Neto-2007 p.127]: 
(Z) = }λNp(τ[τ~) + }λp(τ[τ~) +  cos 2 . cos(ωτ) +  sen 2 . sen(ωτ),  (2.11) 
S(Z) = λ(}λNp(τ[τ~) + λ)}λp(τ[τ~) − ω cos 2 . sen(ωτ) + ω sen 2 . cos(ωτ), 
X(Z) = λ( }λNp(τ[τ~) + λ) }λp(τ[τ~) − ω cos 2 . cos(ωτ) − ω sen 2 . sen(ωτ),  
onde,   
q = 1, 2 e  = √−1 ; 
 
λ( = −ζ −  ⋅ 1 − ζω e λ) = −ζ +  ⋅ 1 − ζω ; 
 
 sen 2 = /0; ωq2 −ω2ωq2 −ω22+2ζqωqω2   e  cos 2 = −/0;
2ζqωqω




 = λ)̂ −  cos 2 . cosω τ~ −  sen 2 . senω τ~ − S| + ω cos 2 . senω τ~ −  ωsen 2 . cosω τ~λ) − λ( , 
 = −λ(̂ −  cos 2 . cosω τ~ −  sen 2 . senω τ~ + S| + ω cos 2 . senω τ~ −  ωsen 2 . cosω τ~λ) − λ( . 
Passando para coordenadas físicas adimensionais, tem-se:   
a) Equação da posição 

	(Z) =  /0	(Z); , 

	(Z) =  /0	; }λNp(τ[~) + }λp(τ[~) +  cos 2 . cos(ωτ) +  sen 2 . sen(ωτ), 
 (2.12) 
b) Equação da velocidade 
	(Z) =  /0	S(Z); , 
	(Z) =  /0	; λ(p}λNp(τ[~) + λ)p}λp(τ[~) − qω cos 2 . sen(ωτ) + qω sen 2 . cos(ωτ), 
  
onde, B = 1, 2 . 
 
2.2 Apresentação Gráfica de Alguns Padrões de Movimento 
A relação entre estados do sistema nos instante de colisão, para resposta periódica 
com 'n' impactos por período, pode ser escrita na forma: 
 
1n = 
1, ∀ (, ) ∈ ℕ,    > E   




A topologia do movimento do estado estacionário pode ser caracterizada por um par 6 − , (6,  ) ∈ ℕ, [De Nadai-2010], no qual 
− m  indica a razão entre o período da resposta do subsistema auxiliar e o período 
da excitação, que será denominada de ordem do período da resposta; e 
− n  representa o número de impactos que ocorrem dentro do período da resposta. 
Assim, por exemplo, um movimento de topologia 1-2 indica que o período da 
resposta é o mesmo da excitação e nele ocorrem dois impactos a cada período do 
movimento. 
A depender dos parâmetros de entrada, o sistema pode apresentar as mais variadas 
formas de movimento, desde comportamento totalmente caótico – Figura 2.2 e 
Figura 2.3, padrão razoavelmente definido, porém não periódico – Figura 2.4, 
movimento com padrão definido quase periódico – Figura 2.5, ou ainda padrão 
definido e periódico – Figura 2.6. 
Para efeito de clareza de apresentação, define-se, linha tracejada para a curva do 
movimento da massa principal e linha cheia para a curva da massa auxiliar para 
todos os gráficos a seguir. Esclarece-se também, que por algumas vezes, optar-se-á 
por plotar apenas o movimento pertinente a massa auxiliar sempre no intuito de 
proporcionar facilidade de compreensão ao leitor. 
 




Figura 2-3 - Resposta caótica, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ω = 1,0;  ξ1 = ξ2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
 
Figura 2-4 – Topologia 1-5 não periódica, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ω = 0,9;  ξ1 = ξ2 = 0,05;  δ = 0,25;  e = 1,0 
 
 





Figura 2-6 - Topologia 1-2 periódica, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ω = 0,9;  ξ1 = ξ2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
Ainda quanto à variação de parâmetros, o sistema pode mostrar-se um tanto quanto 
curioso. Um exemplo interessante é a mudança de topologia do movimento em 
função de uma pequena variação da frequência. Na comparação da Figura 2.6 
anterior com a Figura 2.7 a seguir, observa-se que o movimento passa de topologia 
1-2 para topologia 1-4 quando a frequência de excitação é aumentada de ω = 0,9 
para ω = 1,1. 
 
Figura 2-7 - Topologia 1-4 periódica, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ω = 1,1;  ξ1 = ξ2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
Uma observação importante é que, quanto menor a frequência de excitação, a 
tendência é de se ter topologias com cada vez mais impactos por período. Isto 
ocorre devido a natureza do sistema forçar a massa auxiliar a acompanhar a massa 
principal, dado que, para baixas frequências, a massa principal leva mais tempo 
para completar um ciclo. Chega então um momento em que a massa auxiliar não 
consegue mais acompanhar a principal devido à restrição do batente. Então, ela fica 
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ciclicamente impactando no batente até o retorno da massa principal. Este 
comportamento é visto claramente quando se compara a Figura 2.8 com a Figura 
2.9. 
 
Figura 2-8 - Topologia 1-24 quase periódica, µ = 0,1; ε = 1,0; ω = 0,1; ξ1 = ξ2 = 0,05, δ = 0,25; e = 1,0 
 
 
Figura 2-9 - Topologia 1-8 periódica, µ = 0,1; ε = 1,0; ω = 0,25; ξ1 = ξ2 = 0,05, δ = 0,25; e = 1,0 
 
 
Figura 2-10 – Ampliação da crista da onda mostrada na Figura 2-8 
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A Figura 2.10 acima mostra, ampliada, a crista da onda do deslocamento da massa 
auxiliar na região de impactos cíclicos para o sistema mostrado na Figura 2.8. 
Na indústria em geral, muitas vezes alguns elementos mecânicos tem seu 
deslocamento limitado por batentes rígidos. Como exemplo, o caso citado por Luo e 
Xie [Luo-2004], que trata de tubos de trocadores de calor de usinas nucleares, 
projetados com folga nos suportes para permitir movimentos devidos a dilatação 
térmica. No entanto, quando o fluido circula pelo interior destes tubos ocorre uma 
excitação mecânica que implica em vibração e, em consequência, impactos dos 
mesmos com os suportes. 
Um padrão de movimento com muitos impactos por ciclo pode ser indesejado, como 
é, por exemplo, o caso dos tubos acima citados. Felizmente, os sistemas em geral 
são bastante sensíveis à variação de seus parâmetros. Assim sendo, o movimento 
dado na Figura 2.9 pode facilmente ser alterado para um padrão mais adequado, 
apenas atuando sobre a relação de frequência naturais dos subsistemas. A 
alteração da relação de frequências de  + = 1,0 para  + = 0,2 implica em levar o 
sistema de topologia 1-8 para a topologia 1-2. Este resultado é mostrado na Figura 
2.11 a seguir. 
 




3 MAPA DE ESTADO E CONDIÇÕES DE EXISTÊNCIA 
3.1 Mapa Envolvendo os Estados nos Instantes de Colisão 
Embora o modelo estudado neste trabalho tenha comportamento não-linear devido 
aos impactos, nos intervalos entre colisões ele é perfeitamente linear conforme pode 
ser percebido pela Equação (2.12).  
Apresenta-se a seguir uma metodologia para impetrar uma escrita mais condensada 
da solução e para obter mapas que relacionam os estados do sistema nos instantes 
de colisão. Abordagem similar foi feita por De Nadai [De Nadai-2010] para sistemas 
de um grau de liberdade. No entanto, neste trabalho, equações para sistemas de 2 
graus de liberdade são requeridas. 
Supondo-se que seja conhecido o estado do sistema no instante Z1. Então, enquanto 
não ocorrer colisão da massa auxiliar com um dos batentes, o estado em um 
instante futuro poderá ser determinado a partir da Equação (2.12), conforme segue: 

	(Z) =  /0	; }λNp(τ[) + }λp(τ[) +  cos(ωτ) +  sen(ωτ), 
	(Z) =  /0	; λ(p}λNp(τ[) + λ)p}λp(τ[) − Y sen(ωτ) + Y cos(ωτ), 
onde,    
B = 1, 2 e  = √−1,  
 
λ(p = −ζ −  ⋅ 1 − ζω e λ)p = −ζ +  ⋅ 1 − ζω,   
 
 =  sen 2 = /0; ωq2 −ω2ωq2 −ω22+2ζqωqω2, 
 




 = λ)p 1 −  cosω Z1 −  senω Z1 − S1 + ω senω Z1 − Y cosω Z1λ)p − λ(p , 




2/ 21/ 11/ 22−/ 12/ 21  ; 1 =  − 
1/ 12−
2/ 11/ 11/ 22−/ 12/ 21, 
S;1 = 1/ 22−2/ 21/ 11/ 22−/ 12/ 21 ; S1 = − 1/ 12−2/ 11/ 11/ 22−/ 12/ 21, 
onde o índice “” indica que o valor da variável é tomado no instante Z1. 
Seja o estado do sistema no instante Z definido pelo vetor  = 

;(τ )
(τ );(τ )(τ )

. Então pode-
se reescrever as equações (3.1) conforme segue: 
(τ ) = (τ, τ1)(τ1) + (τ, τ1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8, (3.2) 
onde, 
(τ, Z1) =  ∙ `;; ;;  ; ; ; ;    d. (3.2)-a 
Sendo, 
 = 1λ(J − λ)J/0;;/0 − /0;/0;λ(M − λ)M, 
 





; = l−λ(J}λJ(τ[) − λ)J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M+ λ(M}λM(τ[) − λ)M}λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;;/0;, 
 
; =  −}λJ(τ[) + }λNJ(τ[)λ(M − λ)M/0;;/0,+ }λM(τ[) − }λNM(τ[)λ(J − λ)J/0;/0;, 
 
; = l}λJ(τ[) − }λNJ(τ[)λ(M − λ)M − }λM(τ[) − }λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;;/0;, 
 
; = lλ(J}λJ(τ[) − λ)J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M− λ(M}λM(τ[) − λ)M}λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;/0;, 
 
 =  −λ(J}λJ(τ[) − λ)J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M/0;/0;+ λ(M}λM(τ[) − λ)M}λNM(τ[)λ(J − λ)J/0;;/0, 
 
 = l−}λJ(τ[) − }λNJ(τ[)λ(M − λ)M + }λM(τ[) − }λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;/0, 
 
 =  }λJ(τ[) − }λNJ(τ[)λ(M − λ)M/0;/0;+ −}λM(τ[) + }λNM(τ[)λ(J − λ)J/0;;/0, 
 
; = lλ(Jλ)J}λJ(τ[) − }λNJ(τ[)mλ(M − λ)M/0;;/0+ lλ(Mλ)M−}λM(τ[) + }λNM(τ[)mλ(J − λ)J/0;/0;, 
 




 =  −λ)J}λJ(τ[) + λ(J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M/0;;/0− −λ)M}λM(τ[) + λ(M}λNM(τ[)λ(J − λ)J/0;/0;, 
 
 = l−−λ)J}λJ(τ[) + λ(J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M+ −λ)M}λM(τ[) + λ(M}λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;;/0;, 
 
; = >λ(Jλ)J}λJ(τ[) − }λNJ(τ[) λ(M − λ)M+ −λ(Mλ)M−}λM(τ[) + }λNM(τ[) λ(J − λ)JA /0;/0, 
 
 = lλ(Jλ)J−}λJ(τ[) + }λNJ(τ[)mλ(M − λ)M/0;/0;+ lλ(Mλ)M}λM(τ[) − }λNM(τ[)mλ(J − λ)J/0;;/0, 
 
 = l−λ)J}λJ(τ[) + λ(J}λNJ(τ[)λ(M − λ)M− −λ)M}λM(τ[) + λ(M}λNM(τ[)λ(J − λ)Jm/0;/0, 
 











(τ, Z1) = 






A exemplo do estudado por De Nadai [De Nadai-2010], observou-se que, também 
para este sistema, (τ, τ1) = −(τ, τ1) ∙ . Contudo, esta demonstração  bem como 
os termos da matriz B não estão exibidos neste trabalho. 
Assim sendo, a Equação (3.2) passa a: 
(τ ) = (τ, τ1)(τ1) − (τ, τ1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 (3.3) 
Uma característica importante do sistema é o fato de  (τ1 , τ1) = ], onde ] é a matriz 
identidade. Esta propriedade é facilmente observada pela substituição de τ = τ1 na 
matriz A, e será muito útil nas deduções a seguir. 
Então, considerando-se o instante τ = τ1 na Equação (3.3), a solução trivial é obtida, 
isto é, (τ1) = (τ1), visto que (τ1 , τ1) = ]. 
Da Equação (3.3), observa-se que o estado futuro do sistema (τ ) é obtido pela 
multiplicação de uma matriz A por um vetor de um estado conhecido (τ1), menos o 
produto matrizes A*B vezes a excitação no tempo do estado conhecido (Z1), somado 
a multiplicação da matriz B pela excitação no instante futuro desejado (Z). No 
entanto, a Equação (3.3) é adequada exclusivamente para análise linear, isto é, sua 
funcionalidade é restrita a determinar o estado do sistema entre impactos. Portanto, 
precisa-se determinar um estratagema para levar de um instante infinitesimalmente 
anterior ( −τ ) à colisão para o instante infinitesimalmente posterior ( +τ ). 
A seguir, apresenta-se uma matriz de transferência do estado do sistema 
imediatamente antes do impacto, para o estado imediatamente após o impacto. A 
exemplo do considerado por De Nadai [De Nadai-2010], admite-se neste trabalho o 
modelo de colisão perfeitamente elástico sem deformação do corpo e do batente, 











Ou na forma compacta, 
(Zn) = (Z[). (3.4) 
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Um mapa entre dois impactos sucessivos pode ser obtido por intermédio das 
equações (3.3) e (3.4). Com este intuito, faz-se as seguintes considerações: 
a) Supõe-se que seja conhecido o estado do sistema no instante ZE, isto é: (τE) = [ 
;E  
E  ;E  E]i.  Então, até a primeira colisão: 
(τ ) = (τ, ZE)(τE) − (τ, ZE) ∙ 5?^_(ωτE)_}(ωτE)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8. (3.5) 
Seja Z; o instante da primeira colisão. Daí, até a segunda colisão ter-se-á: 
(τ ) = (τ, Z;)(Z;[) − (τ, Z;) ∙ 5?^_(ωτ;)_}(ωτ;)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8. (3.6) 
A esta altura pode-se demonstrar que, de fato, (Z;n) = (Z;[), conforme 
sugerido pela Equação (3.4). Para tanto, substitui-se o valor (Z;[) obtido da 
Equação (3.5) na Equação (3.6), e faz-se Z = Z;n que é o instante imediatamente 
após o impacto, então: 
(Z1+) = (Z1+, Z1)(Z;[) − (Z1+, Z1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ1+)_}(ωτ1+)8. 
Dado que o limite de (Z;n, Z;)|Z1+→J = ], tem-se (Z1+) = (Z1−) conforme 
esperava-se. 




(Z) = (τ, Z1)(Z1[) − (τ, Z1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8.  
A partir do apresentado acima, pode-se escrever a Equação para o instante 
infinitesimalmente antes da ( 1) - ésima+i  colisão, isto é, em 1iτ −+ . Assim segue: 
(Z1n;[ ) = (Z1n;[ , Z1)(Z1[) − (Z1n;[ , Z1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ1n;[ )_}(ωτ1n;[ )8. (3.7) 
Multiplicando ambos os lados por  , e tendo em conta que a matriz  é não nula, 
tem-se: 
(Z1n;[ ) = (Z1n;[ , Z1)(Z1[) − (Z1n;[ , Z1) ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ 5?^_(ωτ;n;[ )_}(ωτ;n;[ )8.  
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Denominando 1 =  [
;1  
1   ;1  1] i o estado do sistema no instante final da -
ésima colisão e 1n; =  [
;1n;  
1n;  ;1n;  1n;]i o estado ao término da colisão 
seguinte, tem-se que: 
(Z1[) =   e  (Z1n;[ ) = +1. Então a Equação anterior passa a: 
1n; = (Z+1− , Z)1 − (Z+1− , Z) ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 +  ∙ 5?^_(ωτ+1− )_}(ωτ+1− )8.    
Definindo-se ∆Z = Z+1 − Z e as matrizes [(∆Z)] e [] conforme apresentadas nas 
equações (3.2)-a e (3.2)-b respectivamente, tem-se: 
1n; =  (∆Z)1 − (∆Z) ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 +  ∙ 5?^_(ωτ1n;)_}(ωτ1n;)8. (3.8) 
Pode-se então dizer que, conhecido o estado do sistema 1 no momento de um 
impacto qualquer, o estado no próximo impacto, 1n;, é dado pela multiplicação de 
uma matriz A função do tempo entre impactos menos o produto matricial de A*B 
vezes a excitação no instante da -ésima
 
colisão, mais o produto da matriz B pela 
excitação no instante do impacto seguinte ( + 1), sendo ainda este montante 
multiplicado pela matriz de transferência  . 
3.2 Região de Existência de Impactos no Movimento Linear 
Para ocorrência de impactos é requerido que a amplitude do movimento do sistema 
linear não restrito exceda a folga. Da Equação (2.10) percebe-se que a amplitude 
máxima para o regime permanente, no intervalo linear, equivale ao valor de  
correspondente a cada modo de vibração, logo, em coordenadas modais tem-se: 
   =







respeitando a ralação 	 = ψ3 para coordenadas físicas adimensionais, tem-se a 
amplitude máxima irrestrita da massa auxiliar é dada por: 
 = / 11/ 12¡ ω12−ω22+2ζ1ω1ω2 +
/ 21/ 22
¡ ω22−ω22+2ζ2ω2ω2 ,  
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Para facilitar o entendimento, mostra-se na Figura 3-1 a seguir, como exemplo, a 
curva limite para ocorrência de impactos para ζ; = ζ = 0,05, Y; = 0.8543,         Y = 1.1705 e ψ3 = >0.6495 0.76030.7603 −0.6495A. Observam-se dois máximos locais, que 
ocorrem quando a frequência de excitação se iguala às frequências naturais do 
sistema. 
 
Figura 3-1 - Amplitude máxima do sistema linear para um caso particular 
  
3.3 Condições de Existência de Movimentos Periódicos 1-2 Simétricos 
Mencionou-se anteriormente que poucas são as obras encontradas tratando de 
sistemas com vibro-impacto. Em compensação, vários trabalhos sobre o tema 
surgiram nas últimas duas décadas. Diversos autores estudaram a estabilidade de 
movimentos periódicos neste sistemas [Knudsen-2003],[Luo-2008],[Mikhlin-
1998],[Shaw-1983],[Luo-2004] e [Janin-2002], seja por mapas de Poincaré [Yuan-
2007],[Luo-2008],[Hinrichs-1997] e [Knudsen-2003], por multiplicador característico 
[Jiang-2004], multiplicadores de Floquet [Janin-2002] e por variedades invariantes 
[Chen-1996] e [Jiang-2004]. As condições de existência, no entanto, não foram 
objeto de grande atenção, tendo sido encontrado apenas um artigo [Luo-2008] e 
duas dissertações sobre o tema [Barbosa-2009] e [De Nadai-2010]. 
Um movimento simétrico no tempo, de topologia 1-2, é definido pela relação abaixo:  
Z1n − Z1n; = Z1n; − Z1 = 2. 
6G¨
H©V}




Dado que o movimento é periódico, sabe-se a priori que as relações de estado e 
fase necessárias para ocorrência deste padrão de movimento são:  
1n = 1  ⇒  «
1n = 
1 1n = 1 e ¬
Z1n; = Z1 + 2 Z1n = Z1 +  , (3.9) 
onde  q = 1, 2  e   = 2­Y  .   
Tomando-se a Equação (3.8) juntamente com as Equações (3.9) obtém-se: 
1n; =  ® 2 1 −  2  ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 +  ∙ `?^_ ω(Z1 +
2)_} ω(Z1 + 2)d¯. (3.10)  
Levando em conta as relações, 
?^_ ω(Z1 + 2) =  ?^_(ωτ1 + ­) = −?^_(ωτ1), e 
_} ω(Z1 + 2) = _}(ωτ1 + ­) = −_}(ωτ1), 
obtidas pela substituição de  = 2­Y , e aplicação de propriedades trigonométricas, 
pode-se escrever a Equação (3.10) como: 
1n; =  2 1 −   2 + ]  ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8 , e 
1n =  2 1n; +   2 + ]  ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8. (3.11) 
A soma destas duas equações resulta em: 
1n; + 1n =  2 (1 + 1n;). 
A partir da Equação (3.9) substitui-se 1n = 1. Então: 
1 + 1n; =  i (1 + 1n;). 
Como soluções possíveis têm-se: 
 2 = ], solução trivial; e 1 + 1n; = 0, esta solução é a de interesse, pois implica em
 
1n; = −1. 
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Então, tem-se que o movimento periódico com dois impactos por período igualmente 
espaçados no tempo, exige que
 
1n; = −1 e, consequentemente, como já era 
esperado, 1n = −1n; = 1. 
Em consequência do apresentado no parágrafo anterior, vale comentar-se, que de 




1, mas nada se podia dizer a respeito de 
;1n;. No entanto 
sabe-se agora que 
;1n; = −
;1  e  
1n; = −
1 e ainda, que ;1n; = −;1  e  1n; = −1. 
Diante do acima exposto, conclui-se que as relações de estado e fase apresentadas 
pelas Equações (3.9) são necessárias e suficientes para existência do padrão de 
movimento periódico 1-2 simétrico. Substituindo-se estas relações nas equações 
dadas em (3.10) obtêm-se o seguinte resultado: 
1 =  2 + ][;   2 + ]  ∙ 5?^_(ωτ1)_}(ωτ1)8. (3.12) 
Algumas observações em relação à Equação (3.12): 
 - se o sistema passar por um estado dado por 1, conforme definido por esta 
Equação, um movimento de topologia 1-2 simétrico no tempo é possível e os 
estados do sistema nos impactos subsequentes podem ser obtidos da 
Equação (3.11); 
- a dependência de ?^_(ωτ1) e _}(ωτ1) impõe duas condições de fase entre a 
excitação e a resposta a serem satisfeita para a existência de 1. 
Neste momento, cabe alertar o leitor para atentar que a Equação (3.11) apresenta 
as relações de estado, entre impactos sucessivos, e de fase, entre a excitação e a 
resposta, intrínsecas ao padrão de movimento sob estudo, enquanto que a 
determinação das condições de estado e fase exigidas para ocorrência deste padrão 
de movimento são ainda objeto de estudo dos próximos parágrafos. 
Para determinar as condições de fase da excitação, é preciso atentar para o estado 
do sistema no instante da -ésima colisão, 1 = [ 
;  
  ;  ]i. Devido ao impacto 
da massa auxiliar, tem-se 
 = &. 
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1 =  i + ]−1   i + ]  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 = `

;&;d, 
Para simplificar a análise, define-se: 
! =  i + ]−1   i + ] . (3.13) 
Então, pode-se reescrever o estado do sistema como: 
1 = ! ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 = `

;&;d,  
de forma que se tem: 
 ! = °H;; H;H; HH; HH; H±  e ²³´
H;;?^_(ωτ) + H;_}(ωτ) = 
;H;?^_(ωτ) + H_}(ωτ) = &H;?^_(ωτ) + H_}(ωτ) = ;H;?^_(ωτ) + H_}(ωτ) =  . 
Tomando o segundo termo da Equação anterior, H;?^_(ωτ) + H_}(ωτ) = &, em 
conjunto com a relação trigonométrica ( ) ( )2 2sen cos 1i iωτ ωτ+ = , obtém-se: 
?^_(ωτ1) = $ ± %1 − 2, 
_}(ωτ1) = % ∓ $c1 − 2, (3.14) 
onde: 
 = &H212 +H222  ;   $ = H21H212 +H222  ;  % = H22H212 +H222 .  (3.15) 
Olhando-se para Equação (3.14), observa-se que para termos cos(ωτ·) e _en(ωτ·) 
reais, o termo (1 − η) deve ser maior ou igual a zero. Então, para ocorrência do 
movimento de topologia 1-2 simétrico no tempo, a seguinte restrição é imposta pela 
condição de fase: 
 ≤ 1. 
Tendo como referência os dados obtidos nos parágrafos anteriores, determinam-se 
também as condições de estado, isto é, a posição e a velocidade necessárias das 
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massas do sistema no instante da colisão da massa auxiliar. Para que o movimento 
estudado exista, estas condições são dadas por: 

; = ($H;; + %H;) + (±%H;; ∓ $H;)c1 −  

 = ($H; + %H) + (±%H; ∓ $H)c1 −  = &    (3.16) 
; = ($H; + %H) + (±%H; ∓ $H)c1 −  
 = ($H; + %H) + (±%H; ∓ $H)c1 −  
Para que as condições de estado sejam reais, mais uma vez o termo (1 − η) deve 
ser maior ou igual a zero. Uma análise dos valores de η propícios à existência das 
condições de fase e estado e, consequentemente, para possibilidade de existência 
do movimento periódico de topologia 1-2 simétrico é feita na próxima seção. 
Os coeficientes da matriz T, embora não apresentados neste trabalho, podem ser 
determinados pela Equação (3.13) e serão dependentes: 
a) da razão de massas (*); 
b) da razão de frequências naturais dos subsistemas (ε); 
c) dos fatores de amortecimento modais (ζ»); 
d) da razão da freq. de excitação pela freq. natural principal (ω); 
e) do coeficiente de restituição (e). 
 
3.4  Região de Existência do Movimento Periódico 1-2 Simétrico 
Do exposto na seção anterior, observa-se que, para um dado sistema e para o 
movimento periódico 1-2 imposto, existe um valor crítico de  para cada valor de 
folga & correspondente do sistema que determina os limites das regiões de 
ocorrência do impacto. Este valor é obtido pela combinação da Equação (3.15) com 
a equação da amplitude máxima dada na seção 3.2. Assim escreve-se: 
 = ½
¾ /0;;/0;( ω; − ω) + 2ζ;ω;ω +
/0;/0( ω − ω) + 2ζωω¿
À 1cH; + H . 
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Se o valor crítico não ultrapassar a unidade, o padrão de movimento em estudo é 
possível em determinada frequência
 
ω para cada valor da folga & menor que a 
amplitude máxima da massa auxiliar. 
As figuras abaixo mostram a relação entre  e ω  para um sistema com razão de 
massas * = 0,1, razão de frequências + = 1,0, fatores de amortecimento ζ; = ζ =0,05  e coeficiente de restituição } = 1,0. Verifica-se nestas figuras que  não 
ultrapassa a unidade, isto indica que, para o sistema definido pelos parâmetros 
acima, não há nenhuma restrição que impeça definir as condições de estado e fase 
para ocorrência do movimento com período de ordem um, com dois impactos 
localizados simetricamente no tempo. 
 
Figura 3-2 -  do sistema linear para um caso particular 
 
3.5 Aplicação do Mapa e das Condições de Existência 
Mesmo um sistema definido por parâmetros que implicam intrinsecamente em 
movimento periódico, pode demorar muito até que os efeitos transientes causados 
pelas condições iniciais sejam suprimidos. Além disto, a periodicidade requer que 
ocorra um estado particular no instante de impacto, com posição e velocidades 
específicas. Isto pode acontecer logo se o sistema for estável, ou simplesmente 
nunca ocorrer se ele for instável para frequência de excitação. 
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Nas seções anteriores definiu-se um mapa que relaciona os estados do sistema em 
sucessivos impactos, a partir do qual se determinou as condições de existência para 
possibilidade de ocorrência do movimento periódico de topologia 1-2 simétrico. Por 
fim, definiu-se ainda a região de existência do movimento citado. A seguir mostra-se 
a aplicação das condições de existência na definição das condições iniciais do 
sistema tal que a condição de regime com periodicidade 1-2 se manifeste 
imediatamente após o primeiro impacto. 
A partir da aplicação da Equação (3.3) para o início do movimento, isto é, antes que 
o impacto tenha ocorrido, aliada à apropriação de um tempo e estado hipotéticos 
correspondentes ao primeiro impacto, procura-se a condição inicial (τ = 0) tal que 
a colisão ocorra conforme a conjuntura suposta. Denominando-se o instante da 
colisão de tempo de contorno, representado por τ , o conjunto das posições e 
velocidades de estado de contorno, que será representado por (τ), escreve-se:  
[;(τ) = (τ , 0)(0) − (τ , 0) ∙ 5?^_(ω. 0)_}(ω. 0)8 +  ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 
onde (τ) =  [
;  &  ;  ] i, então: 
(τ)[;[;(τ) = (0) −  ∙ >10A + (τ)[; ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8 
logo: 
(0) = (τ)[;[;(τ) +  ∙ >10A − (τ)[; ∙ 5?^_(ωτ)_}(ωτ)8   (3.17) 
onde: 
ωτ = Á?H Â_}(ωτ)?^_(ωτ)Ã 
As condições de fase _}(ωτ) e ?^_(ωτ) são determinadas usando as Equações 
(3.13), enquanto estado de contorno (τ), é dado pela Equação (3.16). 
Equação (3.7), que define o estado inicial (0) do sistema, juntamente com o tempo 
inicial τ1 = 0 compõem o conjunto de condições iniciais para que o movimento 
periódico ocorra já a partir do primeiro impacto. 
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Toma-se como exemplo, o sistema com razão de massas * = 0,1, razão de 
frequências + = 1,0, fatores de amortecimento ζ; = ζ = 0,05, folga & = 0,5 e 
coeficiente de restituição } = 1,0, que, para condições iniciais nulas, quando 
excitado na frequência Y = 0,965 atinge a periodicidade por volta do impacto de 
número 600, e apresenta topologia de movimento 2-8, mantida mesmo após 10.000 
impactos, ver Figura 3.3. Em contrapartida a Figura 3.4 mostra que aplicando-se as 
condições iniciais  determinadas pela metodologia acima apresentada, obtém-se 
como reposta uma topologia 1-2 simétrica logo após o primeiro impacto, exatamente 
conforme esperado. As condições de contorno usadas foram Z = 0, 
; = −2.734824465, 
 = 0.1030895232, ; =  4.227640752, e  = −0.148180182. 
 
Figura 3-3 – Topologia 2-8, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ω = 0, 965;  ξ1 = ξ2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0; CIs nulas 
 
Com o intuito de esclarecer o leitor, observa-se que, muito embora o movimento 
acima exposto pareça ser do tipo 1-4, uma análise precisa nos tempos de impacto, 
resultantes da simulação computacional, indicou que ele tende a uma topologia 2-8, 
dado que se mantém a diferença alternada de 6,51224 e 6,50991, quando 





Figura 3-4 – Top. 1-2 Sim., µ = 0,1; ε = 1,0; ω = 0,965; ξ1 = ξ2 = 0,05; δ = 0,5; e = 1,0; CIs ajustadas 
 
Outro exemplo ainda mais interessante é o caso mostrado a seguir, em que a 
aplicação das condições de contorno mostram-se eficazes, mesmo para o sistema 
caótico. O sistema em questão é o mesmo do caso anterior, apenas a frequência de 
excitação foi aumentada para Y = 0,97. A Figura 3.5 a mostra o movimento caótico 
do sistema mesmo após 10.000 impactos quando simulado com CIs nulas. Em 
contrapartida, quando as condições de contorno são aplicadas, o movimento de 
ordem um com duplo impacto e simétrico é obtido logo após a primeira colisão e 
tem-se curva de resposta idêntica a da Figura 3.4. As condições de contorno usadas 
foram Z = 0, 
; = −2.962601720, 
 = 0.1169712280, ; =  4.332525264, e          = −0.138223868. 
 




Contudo, a existência das condições de contorno por si só, não é garantia de 
existência do movimento periódico 1-2 simétrico. Apesar de ser sempre possível 
definir as condições inicias a partir das condições de contorno, por vezes ocorre de 
ser requerida uma condição inicial com deslocamento da massa auxiliar maior que a 
folga. Como após cada impacto este conjunto de condições iniciais é novamente 






4 ANÁLISE DE ESTABILIDADE 
4.1 Análise de Estabilidade para o Movimento Periódico 1-2 Simétrico 
Nesta seção optou-se por conveniência adotar, sem perda de generalidade, a 
representação do estado da –ésima colisão por E, da  + 1–ésima por  ; e assim 
por diante. 
Desta forma, tomando-se o estado da –ésima colisão, isto é, E = [











E, ;E, E);;(Z;, ZE, 
;E, 
E, ;E, E);(Z;, ZE, 
;E, 
E, ;E, E)
 = − °
;E&;EE± .  (4.1) 
O tempo da ocorrência desta colisão será 
Z; = Z;( ZE, 
;E, 
E, ;E, E). (4.2) 
Percebendo que Z; é função das mesmas variáveis que ; exceto dele próprio, 










E, ;E, E);;( ZE, 
;E, 
E, ;E, E);( ZE, 
;E, 
E, ;E, E)
 = − °
;E&;EE± .  (4.3) 
Para análise de estabilidade, interessa saber se o ponto em questão, ;, é um ponto 
de equilíbrio do sistema. Portanto, deve-se verificar que este ponto não varie ao 
longo do tempo. Logo, sua derivada deve ser nula. 
A natureza de um ponto de equilíbrio, neste caso ÄÅ = (
;;, 
;, ;;, ;), é 
determinada pela linearização do sistema em torno deste. Englobando-se as 
equações (4.2) e , descartando os temos referente a 
, dado que 
; = −& , logo  




  Z;(ZE, 
;E, ;E, E)
;;(ZE, 
;E, ;E, E);;(ZE, 
;E, ;E, E);(ZE, 
;E, ;E, E)

 .       (4.5) 
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Expandindo-se o lado direito da Equação acima em série de Taylor, em torno das 
coordenadas do ponto de equilíbrio e desprezando os termos não lineares, isto é, os 
termos superiores aos de primeira ordem, o sistema toma a forma matricial 
compacta: 
; = E + Æ((ZE, 
;E, ;E, E)), 













Para determinar os elementos da matriz D, toma-se primeiro as derivadas parciais 
de ambos os lados da Equação (2.2) para 
;, tendo em mente que ZE, 
;E, 
E, ;E 
e E são variáveis do sistema, enquanto que Z; é uma função destas variáveis, tem-
se: Ê
;ÊZE = R; ÊZ;ÊZE , ZE, 
;E, 
E, ;E, E = Ê&ÊZE = 0 Ê
;Ê
;E = R Â ÊZ;Ê
;E , ZE, 
;E, 
E, ;E, EÃ = Ê&Ê
;E = 0 Ê
;Ê;E = R Â ÊZ;Ê;E , ZE, 
;E, 
E, ;E, EÃ = Ê&Ê;E = 0 Ê
;ÊE = R Â ÊZ;ÊE , ZE, 
;E, 
E, ;E, EÃ = Ê&ÊE = 0 
 
Sendo as funções acima iguais à zero, pode-se isolar os termos  
ÇJÇb, ÇJÇÈJb , ÇJÇÉJb  e  ÇJÇÉMb , que são exatamente os elementos da primeira linha da matriz D. 





;;ÊZE = Ë; ÊZ;ÊZE , 
;E, 
E, ;E, E Ê
;;Ê
;E = Ë Â ÊZ;Ê
;E , 
;E, 
E, ;E, EÃ Ê
;;Ê;E = Ë Â ÊZ;Ê;E , 
;E, 
E, ;E, EÃ Ê
;;ÊE = Ë Â ÊZ;ÊE , 
;E, 
E, ;E, EÃ 
Substituindo os termos calculados do passo anterior, determinam-se  
ÇÈJÇb, ÇÈJÇÈJb , ÇÈJÇÉJb  e  ÇÈJÇÉMb , os elementos da segunda linha da matriz D. 
Os demais elementos são obtidos de forma semelhante, derivando-se ambos os 
lados da Equação (4.5) para ;; e ;.  
O sistema pode ser considerado estável no ponto ; e consequentemente no ponto ;, se os módulos dos autovalores da matriz D estiverem contidos em um círculo de 
raio unitário. 
Onde os possíveis autovalores levam aos seguintes comportamentos do sistema: 
zÌz < 1 ⇒ estável, 
zÌz > 1 ⇒ instável, 
zÌz = 1 ⇒ centro, 
 
4.2 Apresentação Gráfica da Análise de Estabilidade 
Nesta seção apresentam-se diagramas da análise de estabilidade do sistema, entre 
outros, avaliou-se aqueles referentes aos exemplos apresentados ao longo do 
desenvolvimento desta dissertação. 
Para geração dos diagramas, avaliou-se os autovalores em pontos discretos com 
incremento de 0,01 da frequência de excitação. Para cada valor de frequência 
calculou-se os quatro autovalores, plotou-se então o autovalor de maior módulo 
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sempre que ele for maior que um. Desta forma, de acordo com o exposto na seção 
anterior, o sistema será estável para valores de frequência, cujo quais, não 
aparecem pontos no respectivo diagrama. Para facilidade de leitura as faixas 
estáveis estão destacadas na tonalidade cinza. 
Algumas observações podem ser feitas sobre os diagramas mostrados a seguir, mas 
antes estabelece-se o seguinte critério de análise: 
a) São consideradas três faixas de frequência de excitação, baixa frequência 
ω < 0,4, média frequência 0,4 ≤ ω ≤ 1,6 e alta frequência ω > 1,6. 
b) O sistema de referência para comparações é o com razão de massas * = 0,1, 
razão de frequências + = 1,0, fatores de amortecimento ζ; = ζ = 0,05, folga & = 0,5 e coeficiente de restituição } = 1,0. 
O Sistema de referência possui três faixas de estabilidade bem defendidas a média 
frequência, a saber, faixa (a) em torno de ω = 0,7, (b) em torno de ω = 1,0 e (c) em 
torno de ω = 1,45. A diminuição da relação de frequências tende a deslocar estas 
faixas levemente para esquerda e a reduzir a largura das faixas (b) e (c), enquanto 
que a largura da primeira (a) permanece aproximadamente constante. Quando a 
relação de frequência é muito reduzida, por exemplo, + = 0,5, as faixas (b) e (c) 
diminuem significativamente, a ponto de serem suprimidas para folgas maiores que  Ê = 0,5, já a faixa (a) mantem-se com aproximadamente com a mesma largura, 
porém se manifesta para frequências de excitação menores, em torno de ω = 0,47. 
O aumento da relação das frequências naturais dos subsistemas provoca 
exatamente o efeito inverso, isto é, as três faixas tendem a migrar para direita, e as 
faixas (b) e (c) tendem a aumentar de largura. 
Para altas frequências de excitação o sistema mostra-se totalmente instável 
independente do valor da folga e da relação de frequências naturais. Por outro lado, 
para baixas frequências ele alterna entre estreitas faixas de estabilidade e 
instabilidade. 
No que tange ao parâmetro folga, pode-se afirmar que as faixas (a) e (b) mantem 
largura aproximadamente constante, enquanto que a faixa (c) diminui com o 
aumento da folga. Na faixa de alta frequência o sistema mostra-se instável 
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independente da folga, já para baixa frequência de excitação não se observa um 
padrão de comportamento definido pela variação da folga. 
Por fim observa-se que o aumento da relação de massas do sistema, assim como o 
aumento do coeficiente de amortecimento, tendem a ampliar levemente as faixa de 
estabilidade (a), (b) e (c). 
 
 
Figura 4-1 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 0,9;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,25;  e = 1,0 
 
 




   
  
 
     
















Figura 4-3 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,05;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-4 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,1;  e = 1,0 
 
 




































Figura 4-6 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,25;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-7 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
 





     
    


























Figura 4-9 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,1;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-10 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 0,5;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,25;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-11 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 0,5;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
     
 
 





























Figura 4-12 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,2;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,25;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-13 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,2;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,05;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
 




   
    
       
 
 






















Figura 4-15 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,01;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
 
Figura 4-16 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,1;  δ = 0,25;  e = 1,0 
  
 
Figura 4-17 – Diagrama de estabilidade, µ = 0,1;  ε = 1,0;  ς1 = ς2 = 0,1;  δ = 0,5;  e = 1,0 
 
  
    
 
     
         
























Abordou-se neste trabalho um sistema dinâmico constituído de dois corpos rígidos 
conectados por elementos visco-elásticos entre si e a uma base fixa com batentes 
rígidos, com excitação externa aplicada em um dos corpos. Sem surpresa indicou-
se, no capítulo dois, que a depender dos parâmetros de entrada, o sistema pode 
apresentar as mais variadas formas de movimento, desde comportamento 
totalmente caótico a movimentos com impactos periódicos, contudo chamou-se 
atenção para o fato de que a mudança de comportamento de um padrão para outro 
pode ocorrer pela mínima variação de um parâmetro. Um resultado importante deste 
capítulo é a observação de que quanto menor a frequência de excitação, maior a 
tendência de se ter topologias com cada vez mais impactos por período. 
O primeiro objetivo deste trabalho foi obtido no terceiro capítulo, onde pela dedução 
da Equação (3.8), que se chamou de mapa, tornou-se possível relacionar os estados 
do sistema nos instantes de colisão, e assim, obter as condições de estado e fase 
necessárias para definir a possibilidade de existência do movimento periódico com 
dois impactos simetricamente distribuídos no tempo, com frequência de resposta 
igual a de excitação. Ainda neste mesmo capítulo comprovou-se que a existência do 
movimento periódico de topologia 1-2 simétrico dependia de um fator , e se 
quadrado deste fator () não ultrapassasse a unidade não haveria nenhuma 
restrição à definição das condições de estado e fase para ocorrência do movimento 
periódico acima citado. Com resultado, mostrou-se que pela aplicação das 
condições de existência é possível determinar condições iniciais do sistema tal que o 
movimento com periodicidade 1-2 simétrico se manifeste imediatamente após o 
primeiro impacto. 
O outro objetivo do trabalho resultou do desenvolvimento do capítulo quatro, neste, 
fizeram-se considerações sobre a estabilidade do sistema pela análise da matriz 
Jacobiana. Destaca-se que a estabilidade do sistema é sensível as variações da 
razão entre frequências naturais, da razão entre as massas dos subsistemas, da 
folga, do fator de amortecimento e principalmente à variação da frequência de 
excitação. Por exemplo, para frequência de excitação 0,4 ≤ ω ≤ 1,6 o sistema tem 
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faixas de estabilidade bem características, enquanto que para ω < 0,4 ele alterna 
entre estreitas faixas de estabilidade e instabilidade, ainda, para ω > 1,6 mostra-se 
totalmente instável independente do valor da folga e da relação de frequências 
naturais. 
 
Sugestão para Trabalhos Futuros 
Como suplemento a este trabalho sugere-se investigar outros padrões de 
movimento, simétricos e assimétricos. 
Sugere-se ainda introduzir um modelo de colisão mais abrangente, incorporando 
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